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Tóm tắt: 

Phương pháp bước lặp là một công cụ mạnh để xác định vận tốc gió flutter tới 

hạn của mô hình mặt cắt dầm cầu nhịp lớn. Phương pháp này được đề xuất bởi 

GS. Matsumoto (Đại học Kyoto). Ưu điểm nổi bật của phương pháp là khả năng 

phân tích sự mất ổn định khí động của mặt cắt dầm cầu theo cả hai nhánh uốn và 

xoắn. Đồng thời mô tả được ứng xử của kết cấu trên toàn miền vận tốc gió, bao 

gồm vùng dưới tới hạn, tại vị trí tới hạn và vùng trên tới hạn. Trong các công bố 

của GS. Matsumoto, nghiệm dao động được giả thiết theo ba trường hợp khác 

nhau. Bài báo này tập trung đánh giá sự sai khác trong kết quả tính toán tương 

ứng với ba giả thiết đó. Mô phỏng số được thực hiện cho các mô hình mặt cắt của 

cầu Akashi Kaikyo và cầu Gibraltar. Các phân tích so sánh bao gồm tần số 

flutter và độ cản Loga trên toàn miền vận tốc gió. Kết quả nghiên cứu cung cấp 

cái nhìn rõ hơn về ảnh hưởng của các dạng giả thiết nghiệm dao động đến dự báo 

flutter khi sử dụng phương pháp bước lặp, đồng thời góp phần làm rõ hơn cách 

diễn giải sự mất ổn định khí động đàn hồi của các dầm cầu nhịp lớn. 

Từ khóa: cầu Akashi Kaikyo, cầu Gibraltar, mô hình mặt cắt, phương pháp bước 

lặp, vận tốc gió flutter tới hạn. 
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Abstract:  

The step-by-step method is a powerful tool for determining the critical flutter 

wind velocity of long-span bridge deck section models. This method was proposed 

by Prof. Matsumoto from Kyoto University. A notable advantage of this 

approach is its capability to analyse the aerodynamic instability of a bridge deck 

section in both heaving and torsional branches, while also describing the 

structural behavior over the entire wind velocity range, including the subcritical 

region, the critical state, and the postcritical region. In the publications of 

Matsumoto, the oscillation solution is assumed under three different cases. This 

study focuses on evaluating the differences in computational results 

corresponding to these three assumptions. Numerical simulations are conducted 

for the deck section models of the Akashi Kaikyo Bridge and the Gibraltar 

Bridge. Comparative analyses are performed in terms of flutter frequency and 

logarithmic decrement across the entire wind velocity range. The results provide 

insight into the influence of the assumed oscillation forms on flutter prediction 

using the step-by-step method and contribute to a more consistent interpretation 

of aeroelastic instability in long-span bridge decks. 

Keywords: Akashi Kaikyo bridge, Gibraltar bridge, critical flutter wind speed, 

section model, step-by-step method. 

Classification number: 2.1 

 

1. Đặt vấn đề 

Dao động của cầu nhịp lớn dưới tác dụng của gió luôn nhận được sự quan tâm 

của các kỹ sư thiết kế cũng như các nhà nghiên cứu. Dưới tác dụng của gió, một trong 

những hiện tượng khí động học nguy hiểm nhất của dầm cầu đó là dao động uốn xoắn 

kết hợp hay còn gọi là hiện tượng flutter. Lực gió tác dụng trong trường hợp này là lực 

tự kích bởi vì chính dao động của dầm cầu đã tác dụng ngược trở lại luồng gió và làm 

thay đổi lực gió tác dụng lên cầu. Mô hình nghiên cứu dao động flutter của dầm cầu có 

thể được tiến hành theo mô hình mặt cắt [1, 2], trong đó, mặt cắt dầm cầu được xét có 

hai bậc tự do với dao động uốn và dao động xoắn kết hợp. 

Để tính vận tốc gió flutter tới hạn cho mô hình mặt cắt, có thể sử dụng phương 

pháp phân tích trị riêng phức [1, 2] hoặc phương pháp ký hiệu số phức [3]. GS. 

Matsumoto đã đề xuất phương án thứ ba đó là phương pháp bước lặp [4-10]. Đây là 

phương pháp mạnh cho phép phân tích ổn định của dầm cầu theo cả nhánh uốn và 

nhánh xoắn, trong đó các kết quả nghiên cứu chỉ ra rằng nhánh xoắn thông thường sẽ 

trội hơn. Phương pháp này cũng cho phép xác định tần số flutter, độ cản Loga, độ lệch 

pha và tỷ số biên độ của hai dao động uốn xoắn trên toàn miền vận tốc gió, bao gồm 
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vùng dưới tới hạn, tại vị trí tới hạn và vùng trên tới hạn. Phương pháp này cũng đã 

được phát triển tính toán cho trường hợp mặt cắt dầm cầu lắp TMDs [11] và lắp các 

khối lượng lệch tâm [12] nhằm nâng cao vận tốc gió tới hạn. 

Để xác định vận tốc gió flutter tới hạn theo phương pháp bước lặp, bước đầu tiên 

là giả thiết nghiệm dao động. GS. Matsumoto đã đưa ra ba trường hợp giả thiết nghiệm 

khác nhau. Trong bài báo này, các tác giả so sánh kết quả tính toán mô phỏng số về 

đáp ứng khí động của dầm cầu theo ba trường hợp này. Các kết quả mô phỏng số được 

tiến hành với các mô hình mặt cắt của cầu Akashi Kaikyo và cầu Gibraltar. 

2. Nội dung tính toán 

2.1. Mô hình nghiên cứu 

Đối với cầu có chiều dài nhịp lớn, có thể tách một phân đoạn dầm cầu xem như mặt 

cắt để tính toán dao động uốn xoắn của dầm cầu dưới tác dụng của gió. Xét mặt cắt dầm 

cầu như trên hình 1 với chiều rộng 2b, khối lượng trên một đơn vị dài là m, momen quán 

tính khối trên một đơn vị dài là I. Dầm cầu có chuyển vị theo phương uốn và phương xoắn 

lần lượt là h và  quanh khối tâm G của mặt cắt dầm cầu. Tần số dao động uốn và dao 

động xoắn của dầm cầu lần lượt là h và , độ cản Lehr theo phương uốn và phương 

xoắn tương ứng là h và . Dầm cầu chịu tác dụng của luồng gió thổi đều với vận tốc U. 

Các lực khí động tác dụng lên một đơn vị dài dầm cầu bao gồm lực nâng Lh và momen 

xoắn M. 

 

Hình 1. Mô hình mặt cắt của dầm cầu. 

Phương trình dao động của dầm cầu có thể được viết dưới dạng [1, 2]: 

+ + =
h h hmh(t ) c h(t ) k h(t ) L              (1) 

   +  +  =I ( t ) c ( t ) k ( t ) M                      (2) 
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trong đó: 

2 2 2 2    =  =  =   =  h h h h hk m ; k I ; c m ; c I                                                          (3) 

với kh và k lần lượt là độ cứng chống uốn và độ cứng chống xoắn của dầm cầu, ch và 

c lần lượt là độ cản uốn và độ cản xoắn của dầm cầu. 

Các lực nâng và momen khí động được biểu diễn dưới dạng [4-7]: 

( )2 2 2

1 2 3 4

1
2

2

 
=  + + + 

 

 * * * *

h

h b h
L U b kH kH k H k H

U U b
                                                (4) 

( )2 2 2 2

1 2 3 4

1
2

2


 
=  + + + 

 

 * * * *h b h
M U b kA kA ( K ) k A k A

U U b
                                                (5) 

với  là khối lượng riêng của không khí, k là tần số thu gọn, được xác định: 


=

b
k

U
                                                                                                             (6) 

và các đại lượng Hi
*, Ai

* (i=1, 2, 3, 4) là các tham số khí động và thường được xác 

định bằng thực nghiệm.  

Vận tốc gió flutter tới hạn của dầm cầu được tìm từ hệ phương trình (1) và (2) 

với điều kiện độ cản Loga=0. Vùng dưới tới hạn sẽ tương ứng với giá trị vận tốc gió 

nhỏ hơn vận tốc gió flutter tới hạn (độ cản Loga>0) và vùng trên tới hạn sẽ tương ứng 

với giá trị vận tốc gió lớn hơn vận tốc gió tới hạn (độ cản Loga<0). Mục tiếp theo sẽ 

trình bày việc xác định vận tốc gió flutter tới hạn theo phương pháp bước lặp. 

2.2. Phương pháp bước lặp 

Phương pháp bước lặp cho phép tính toán ổn định flutter theo cả hai nhánh uốn 

và xoắn, do đó trong mục này trình bày tính toán ổn định flutter của dầm cầu theo cả 

hai nhánh cùng với 3 trường hợp giả thiết dạng dao động của GS. Matsumoto. 

2.2.1. Nhánh xoắn 

Trường hợp 1 [4-7]: 

Bước 1: Giả thiết dao động xoắn tự kích có dạng: 

0 =  Fsin t                 (7) 

với 0 là biên độ dao động, F là tần số flutter và t là biến thời gian. 

Bước 2: Với giả thiết dạng dao động xoắn trong bước 1, thay vào phương trình 

(1), ta tìm tỷ số biên độ h0/0 (với h0 là biên độ dao động xoắn) và độ lệch pha giữa 

dao động uốn và dao động xoắn h.  

Bước 3: Thay tỷ số biên độ và độ lệch pha tìm được vào phương trình (2) và 

biểu diễn lại phương trình (2) dưới dạng dao động tự do: 
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22 0+   +  =
F F F

                                                                                            (8) 

So sánh về mặt biểu thức, ta sẽ tìm được độ cản Lehr F và tần số flutter F 

tương ứng. 

Độ cản Loga được xác định theo công thức sau: 

2 = F F
                                                                                                             (9) 

Trường hợp 2 [9]: 

Trình tự tính toán như trường hợp 1 nhưng tại bước 1, giả thiết dao động xoắn tự 

kích có dạng: 

0

−  =  F F t

Fe sin t              (10) 

với F là độ cản Lehr trong dao động flutter. 

Trường hợp 3 [10]: 

Trình tự tính toán như trường hợp 1 nhưng tại bước 1, giả thiết dao động xoắn tự 

kích có dạng: 

0

−  =  F F t

Fe sin t               (11) 

trong đó: 

21


 =

−

F
F

F

              (12) 

Tại bước 3, biểu diễn lại phương trình (2) dưới dạng dao động tự do: 

( )2 22 1 0  +   + +  =
F F F F

           (13) 

So sánh về mặt biểu thức, ta sẽ tìm được độ cản Lehr F và tần số flutter F 

tương ứng. 

2.2.2. Nhánh uốn 

Trường hợp 1 [4-7]:  

Bước 1: Giả thiết dao động uốn tự kích có dạng: 

0= Fh h sin t               (14) 

với h0 là biên độ dao động. 

Bước 2: Với giả thiết dạng dao động uốn trong bước 1, thay vào phương trình 

(2), ta tìm tỷ số biên độ h0/0 (với h0 là biên độ dao động xoắn) và độ lệch pha giữa 

dao động uốn và dao động xoắn h.  

Bước 3: Thay tỷ số biên độ và độ lệch pha tìm được vào phương trình (1) và 

biểu diễn lại phương trình (1) dưới dạng dao động tự do: 
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22 0+   + =
F F Fh h h              (15) 

So sánh về mặt biểu thức, ta sẽ tìm được độ cản Lehr F và tần số flutter F 

tương ứng. 

Trường hợp 2 [9]: 

Trình tự tính toán như trường hợp 1 nhưng tại bước 1, giả thiết dao động uốn tự 

kích có dạng: 

0

− = F F t

Fh h e sin t              (16) 

Trường hợp 3 [10]: 

Trình tự tính toán như trường hợp 1 nhưng tại bước 1, giả thiết dao động uốn tự 

kích có dạng: 

0

− = F F t

Fh h e sin t              (17) 

Tại bước 3, biểu diễn lại phương trình (1) dưới dạng dao động tự do 

( )2 22 1 0 +   + + =
F F F Fh h h             (18) 

So sánh về mặt biểu thức, ta sẽ tìm được độ cản Lehr F và tần số flutter F 

tương ứng. 

Như vậy, nhận thấy rằng với dạng giả thiết nghiệm (11) và (17) cũng như dạng 

biểu diễn của phương trình (13) và (18) là phù hợp nhất về mặt giải tích và do đó 

trường hợp 3 sẽ cho nghiệm chính xác nhất. Mặt khác, cùng với sự tăng lên của vận 

tốc gió, dao động của dầm cầu xảy ra tại vùng dưới tới hạn (độ cản Loga dương), tới 

hạn (độ cản Loga bằng không) và trên tới hạn (độ cản Loga âm) nên việc giả thiết tính 

toán dao động có dạng hàm sin điều hòa cho toàn miền vận tốc gió như trong trường 

hợp 1 là không phù hợp. Trong phần tiếp theo sẽ tiến hành mô phỏng số để so sánh sự 

sai khác về mặt kết quả của các dạng giả thiết nghiệm trên. 

3. Ví dụ tính toán 

3.1. Cầu Akashi Kaikyo 

3.1.1. Số liệu đầu vào 

Xét cầu dây võng Akashi Kaikyo bắc qua vịnh Akashi, Nhật Bản (hình 2). Mặt 

cắt cầu có các tham số: bề rộng 2b=30 m; tần số dao động uốn h=0,427 rad/s; tần số 

dao động xoắn =0,917 rad/s; độ cản Lehr theo phương uốn h=0; độ cản Lehr theo 

phương xoắn =0; khối lượng trên một đơn vị dài m=33600 kg/m; momen quán tính 

khối trên một đơn vị dài I=4,97106 kgm2/m; khối lượng riêng không khí  =1,23 kg/m3 

[13, 14]. Các tham số khí động của cầu Akashi Kaikyo được xem như trường hợp tấm 

mỏng [13, 14]. 
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Hình 2. Cầu Akashi Kaikyo (Nhật Bản). Ảnh: Kzaral (CC BY 2.0), Flickr.  

3.1.2. Các kết quả mô phỏng số 

Với số liệu đầu vào như mục 3.1, tiến hành mô phỏng số bằng phần mềm Matlab 

với ba trường hợp giả thiết nghiệm cho cả hai nhánh uốn và xoắn. Cả 3 trường hợp đều 

xảy ra mất ổn định ở nhánh xoắn với vận tốc gió flutter tới hạn là 51,3 m/s và tần số 

flutter tương ứng là 0,1124 Hz. Theo tài liệu [13], vận tốc gió tới hạn là 52 m/s, trong 

khi đó, theo tài liệu [14], vận tốc gió tới hạn là 53 m/s. Như vậy, có thể nhận thấy vận 

tốc gió flutter tới hạn tính toán trong bài báo phù hợp tốt với các tài liệu tham khảo. 

Mặt khác, do tại vị trí tới hạn, ta có độ cản Lehr bằng không (tức độ cản Loga=0) nên 

việc giả thiết dạng dao động xoắn ở các phương trình (7), (9) và (10) là như nhau cũng 

như việc biểu diễn lại phương trình (2) dưới dạng dao động tự do ở bước 3 là giống 

nhau nên việc xác định vận tốc gió flutter tới hạn trong ba trường hợp là trùng khớp.  

Sự biến thiên của tần số flutter và độ cản Loga theo vận tốc gió được lần lượt 

biểu thị như trên hình 3 và 4 cho nhánh xoắn, hình 5 và 6 cho nhánh uốn. Có thể nhận 

thấy rằng, đối với nhánh xoắn, ở vùng dưới tới hạn, đồ thị biến thiên của tần số và độ 

cản Loga trong 3 trường hợp khá trùng khớp nhau, tuy nhiên, tại vùng trên tới hạn, chỉ 

có đồ thị của trường hợp 2 và trường hợp 3 bám sát nhau trong khi đó đồ thị của 

trường hợp 1 lại tách ra và có sự sai khác rõ rệt. Khi vận tốc gió là 70 m/s, độ cản 

Loga lần lượt là -2,56; -0,92; -0,93 đối với các trường hợp 1, 2 và 3 trên nhánh xoắn. 

Đối với nhánh uốn, chỉ có đồ thị của trường hợp 2 và 3 bám sát nhau, trong khi đó tại 

vùng trên tới hạn đồ thị của trường hợp 1 cũng tách ra khá rõ rệt. Khi vận tốc gió là 70 

m/s, độ cản Loga lần lượt là -1,73; -0,91; -0,93 đối với các trường hợp 1, 2 và 3 trên 

nhánh uốn. 
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Hình 3. Đồ thị quan hệ U-f trong ba trường hợp với nhánh xoắn (cầu Akashi 

Kaikyo). 

 

Hình 4. Đồ thị quan hệ U-F trong ba trường hợp với nhánh xoắn (cầu Akashi 

Kaikyo). 

3.2. Cầu Gibraltar 

3.2.1. Số liệu đầu vào 

Xét mặt cắt cầu Gibraltar, có dạng dầm hộp đôi, với các tham số b=30 m; tần số 

dao động uốn h=0,383 rad/s; tần số dao động xoắn =0,509 rad/s; độ cản Lehr theo 

phương uốn h=0,003; độ cản Lehr theo phương xoắn =0,0015; khối lượng trên một 

đơn vị dài m=39,5103 kg/m; momen quán tính khối trên một đơn vị dài I=26700103 

kgm2/m; khối lượng riêng không khí =1,25 kg/m3 [15]. Các tham số khí động của cầu 

Gibraltar được xác định bằng thực nghiệm [16]. 
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Hình 5. Đồ thị quan hệ U-f trong ba trường hợp với nhánh uốn (cầu Akashi Kaikyo). 

 

Hình 6. Đồ thị quan hệ U-F trong ba trường hợp với nhánh uốn (cầu Akashi 

Kaikyo). 

3.2.2. Các kết quả mô phỏng số 

Với số liệu đầu vào như mục 3.2.1, tiến hành mô phỏng số bằng phần mềm 

Matlab với ba trường hợp giả thiết nghiệm cho cả hai nhánh uốn và xoắn. Cả ba 

trường hợp đều xảy ra mất ổn định ở cả nhánh xoắn và nhánh uốn với vận tốc gió 

flutter tới hạn là 48,5 m/s và tần số flutter tương ứng là 0,0712 Hz. Theo tài liệu [15], 

vận tốc gió tới hạn là 48,2 m/s. Như vậy, có thể nhận thấy vận tốc gió flutter tới hạn 

tính toán trong bài báo phù hợp tốt với các tài liệu tham khảo.  
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Hình 7. Đồ thị quan hệ U-f trong ba trường hợp với nhánh xoắn (cầu Gibraltar). 

 

Hình 8. Đồ thị quan hệ U-F trong ba trường hợp với nhánh xoắn (cầu Gibraltar). 

Sự biến thiên của tần số flutter và độ cản Loga theo vận tốc gió được lần lượt biểu 

thị như trên hình 7 và 8 cho nhánh xoắn, hình 9 và 10 cho nhánh uốn. Có thể nhận thấy 

rằng, với cầu Gibraltar, đồ thị biến thiên của tần số và độ cản của trường hợp 2 và 3 bám 

sát nhau, trong khi đó đồ thị của trường hợp 1 lại tách ra và có sự sai khác rõ rệt ở cả vùng 

dưới tới hạn và trên tới hạn cho cả nhánh xoắn và nhánh uốn. Đặc biệt là đối với nhánh 

uốn, đồ thị biến thiên tần số và độ cản Loga trong trường hợp 1 không bị phân tách như 

trường hợp 2 và trường hợp 3. Khi vận tốc gió là 70 m/s, độ cản Loga lần lượt là -0,65; -

0,22; -0,22 đối với các trường hợp 1, 2 và 3 trên nhánh xoắn. Trong khi đó, với vận tốc 

gió là 70 m/s, độ cản Loga lần lượt là -0.30; -0,22; -0,22 đối với các trường hợp 1, 2 và 3 

trên nhánh uốn. 
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Hình 9. Đồ thị quan hệ U-f trong ba trường hợp với nhánh uốn (cầu Gibraltar). 

 

Hình 10. Đồ thị quan hệ U-F trong ba trường hợp với nhánh uốn (cầu Gibraltar). 

4. Kết luận 

Bài báo dựa trên mô hình mặt cắt của dầm cầu chịu tác dụng của gió, sử dụng 

phương pháp bước lặp, thu được các kết quả như sau: 

- Tổng hợp các trường hợp giả thiết nghiệm của phương pháp bước lặp cho cả hai 

nhánh uốn và xoắn. 

- Tiến hành mô phỏng số tính toán vận tốc gió flutter tới hạn với các mô hình mặt 

cắt của cầu Akashi Kaikyo và cầu Gibraltar. Đối với cầu Akashi Kaikyo, sự mất ổn 

định flutter diễn ra ở nhánh xoắn. Trong khi đó, với cầu Gibraltar, sự mất ổn định 

flutter diễn ra ở cả nhánh xoắn và nhánh uốn với cùng vận tốc gió. 
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- Cả ba trường hợp giả thiết nghiệm đều cho kết quả vận tốc gió flutter tới hạn là như 

nhau. Đối với cầu Akashi Kaikyo, sự biến thiên của tần số và độ cản Loga tại vùng dưới tới 

hạn nhìn chung là trùng khớp trong các trường hợp giả thiết nghiệm. Tuy nhiên, tại vùng 

trên tới hạn, chỉ còn trường hợp 2 và trường hợp 3 là cho kết quả trùng khớp đối với tần số 

flutter và độ cản Loga, trong khi đó trường hợp 1 cho kết quả sai lệch rõ rệt. Trong khi đó, 

với cầu Gibraltar, sự sai lệch về tần số flutter và độ cản Loga của trường hợp 1 so với các 

trường hợp 2 và 3 xảy ra ở cả vùng dưới tới hạn cũng như trên tới hạn đối với hai nhánh 

xoắn và uốn. Như vậy, qua phân tích dao động flutter của hai cầu Akashi Kaikyo và 

Gibraltar, nhận thấy rằng để xác định đáp ứng khí động của dầm cầu trên toàn miền vận tốc 

gió, việc sử dụng giả thiết nghiệm theo trường hợp 1 sẽ là không phù hợp. 
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