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nomials of the form fn((f)n1)(t1)...(f)nk)(tk) in the

complex and p-adic fields, and difference oper-

ators and difference polynomials of the forms

P (f)(∆1
cf)

k1...(∆q
cf)

kq and P (f) (f (z + c))q1 ... (f (z + kc))qk

in a p-adic field.
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morphic functions, p-adic.

Classification number 1.1

1. Mở đầu

Lý thuyết phân bố giá trị do Nevanlinna [1] xây dựng

được xem là thành tựu đẹp đẽ nhất của toán học thế

kỷ XX, mà ngày nay được gọi là lý thuyết Nevan-

linna. Nội dung chính của lý thuyết phân bố giá trị

là hai Định lý cơ bản. Định lý cơ bản thứ nhất là

mở rộng Định lý cơ bản của đại số, mô tả sự phân

bố đều giá trị của hàm phân hình khác hằng trên

mặt phẳng phức C. Định lý cơ bản thứ hai là mở

rộng Định lý Picard [1], mô tả ảnh hưởng của đạo

hàm đến sự phân bố giá trị của hàm phân hình. Một

trong những ứng dụng sâu sắc của lý thuyết phân

bố giá trị là vấn đề xác định duy nhất cho các hàm

phân hình khác hằng phức qua điều kiện ảnh ngược

của tập hợp điểm mà ngày nay được gọi là Định lý

4 điểm, Định lý 5 điểm của Nevanlinne [1]. Hà Huy

Khoái [2-6] là người đầu tiên xây dựng tương tự lý

thuyết phân bố giá trị cho trường p-adic. Ông và các

học trò đã thiết lập các kết quả tương tự lý thuyết

Nevanlinna cho trường số phức p-adic mà ngày nay

thường gọi là lý thuyết Nevanlinna p-adic. Họ đã đưa

ra hai Định lý chính cho hàm phân hình và ánh xạ
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ra hai Định lý chính cho hàm phân hình và ánh xạ

chỉnh hình p-adic. Một trong những ứng dụng sâu

sắc của lý thuyết phân bố giá trị trong trường p-adic

là vấn đề xác định duy nhất cho các hàm phân hình

khác hằng p-adic qua điều kiện ảnh ngược của tập

hợp điểm mà ngày nay được gọi là tương tự của Định

lý 4 điểm, Định lý 5 điểm cho trường p-adic. Vấn đề

xác định duy nhất liên quan chặt chẽ đến vấn đề

nhận giá trị. Các kết quả liên quan đến hai vấn đề

này là sâu sắc và phong phú. Mục đích của bài báo

này là xét vấn đề nhận giá trị đối với đa thức vi phân

của hàm phân hình phức và p-adic - vấn đề liên quan

mật thiết đến Giả thuyết Hayman mà chúng tôi sẽ

đề cập đến ngay sau đây.

2. Giả thuyết Hayman trong trường số phức

Hiện nay, phân bố giá trị và vấn đề xác định duy

nhất đã được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước

xét trong mối liên hệ với đa thức vi phân của hàm

phân hình và ảnh ngược của các điểm riêng rẽ. Người

khởi xướng hướng nghiên cứu này là Hayman [1].

Năm 1967, Hayman [1] cũng đưa ra giả thuyết sau

đây:

Giả thuyết Hayman [1, 7]. Nếu một hàm nguyên

f thỏa mãn fn (z) f
′
(z) �= 1 với n là một số nguyên

dương nào đó và với mọi z ∈ C thì f là hằng.

Giả thuyết Hayman đã được Hayman [1] kiểm tra

đối với hàm nguyên siêu việt và n > 1, đã được

Clunie [7] kiểm tra đối với n ≥ 1. Liên quan đến Giả

thuyết Hayman là vấn đề nhận giá trị của đa thức

vi phân. Hiện nay, vấn đề nhận giá trị của đa thức
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vi phân là lĩnh vực nghiên cứu mạnh mẽ và sôi động

với nhiều kết quả sâu sắc.

Năm 2006, Nevo - Pang - Zalcman [8] đã nhận

được kết quả sau:

Định lý 1 [8]. Nếu f là hàm phân hình siêu việt

trên C và n ≥ 1 thì fn (z) f
′
(z) nhận giá trị phức

khác 0 bất kỳ vô hạn lần.

Chú ý rằng, ta có thể viết fnf
′
= 1

n+1(f
n+1)

′
. Khi

đó, Giả thuyết Hayman làm nảy sinh vấn đề nhận giá

trị của đạo hàm bậc cao của hàm phân hình. Năm

2007, Bhoosnurmath - Dyavanal [9] đã đưa ra định

lý sau đây:

Định lý 2 [9]. f là hàm phân hình siêu việt trên

C và n, k là các số nguyên dương với n ≥ k+3. Khi

đó (fn)(k) nhận giá trị phức khác 0 bất kỳ vô hạn

lần.

Quan sát Định lý 1, 2, ta thấy hai định lý này

không suy ra được hàm là hằng - đòi hỏi trực tiếp

của Giả thuyết Hayman. Từ nhận xét này, chúng tôi

thấy cần thiết phải thiết lập kiểu định lý để từ đó

trực tiếp kiểm tra được Giả thuyết Hayman. Năm

2012, Hà Huy Khoái - Vũ Hoài An [5] đã đưa ra kết

quả sau:

Định lý 3 [5]. Cho f là hàm phân hình trên C
và n, k là các số nguyên dương, n ≥ k + 3, a ∈ C,
a �= 0. Nếu (fn)(k)(z) �= a, với mọi z ∈ C thì f là

hằng.

Để chứng minh Định lý 3, ta cần các bổ đề sau:

Bổ đề 4 [5]. Cho f là hàm phân hình khác hằng

trên C và n, k là các số nguyên dương, n > k và a là
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cực điểm của f . Khi đó

(fn)(k) =
ϕk

(z − a)np+k
, ở đó ϕk là hàm chỉnh hình trong lân cận của a,

p = µ∞
f (a), ϕk(a) �= 0

Bổ đề 5 [5]. Cho f là hàm phân hình khác hằng

trên C và n, k là các số nguyên dương, n > k, a và b

là cực điểm và không điểm của f . Khi đó

i)

(fn)(k)

fn−k
=

hk

(z − a)pk+k
, ở đó p = µ∞

f (a), hk(a) �= 0

ii)

(fn)(k)

fn−k
= (z−b)(m−1)kSk, ở đó m = µ0

f(b), Sk(b) �= 0

Bổ đề 6 [5]. Cho f là hàm phân hình khác hằng

trên C và n, k là các số nguyên dương, n ≥ k + 1.

Khi đó

T (r, f) ≤ T (r, (fn)(k))+S(r, f), nói riêng (fn)(k) là khác hằng.

Bổ đề 7 [5]. Cho f là hàm phân hình khác hằng

trên C và n, k là các số nguyên dương, n ≥ k + 3,

a ∈ C, a �= 0. Khi đó

n− k − 2

n+ k
T (r, f) ≤ N1(r,

1

(fn)(k) − a
) + S(r, f)

Chứng minh của Định lý 3

Giả sử f là hàm phân hình khác hằng trên C. Từ

đây, n ≥ k + 3 và theo Bổ đề 7 ta có

n− k − 2

n+ k
≤

N1(r,
1

(fn)(k)−a
)

T (r, f)
+

S(r, f)

T (r, f)

Cho r tiến ra vô hạn ta nhận được
N1(r,

1
(fn)(k)−a

)

T (r, f)
>

0 với r đủ lớn nào đó. Khi đó (fn)(k) nhận giá trị a.
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thuẫn. Vậy f là hằng trên C.

Trong những năm gần đây, vấn đề nhận giá trị

được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước xét

trong mối liên hệ với đa thức sai phân, toán tử sai

phân của hàm phân hình và ảnh ngược của các điểm

riêng rẽ. Năm 2006, Halburd và Korhonen [10] đã

thiết lập tương tự của lý thuyết Nevanlinna cho toán

tử sai phân của hàm phân hình có bậc hữu hạn. Năm

2007, I. Laine và C.C. Yang [11] đã thiết lập tương tự

kết quả của Hayman cho một kiểu đa thức sai phân

đặc biệt của hàm nguyên siêu việt có bậc hữu hạn.

Hai ông đã chứng minh kết quả sau đây:

Định lý 10 [11]. Cho f là hàm nguyên siêu việt

có bậc hữu hạn trên C và c là một số phức khác 0,

n là một số nguyên, n ≥ 2. Khi đó fn (z) f (z + c)

nhận a, a ∈ C, a �= 0, vô hạn lần.

Năm 2009, K. Liu và L.Z. Yang [12] đã thiết lập

các kết quả tương tự Định lý 10 cho toán tử sai phân

của hàm nguyên siêu việt có bậc hữu hạn.

3. Giả thuyết Hayman trong trường số p-adic

Trong mục này ta luôn giả thiết K là một trường

đặc số không, đầy đủ với chuẩn không Archimedean

và đóng đại số. Các khái niệm, ký hiệu và kết quả

dùng trong bài báo này ở các tài liệu [2-6]. Vì chuẩn

p-adic tốt hơn chuẩn Euclidean nên nhiều kết quả

trong lý thuyết Nevanlinna p-adic tốt hơn các kết

quả trong lý thuyết Nevanlinna. Chẳng hạn, từ Định

lý Picard p-adic [2] có thể suy ra rằng: Nếu một hàm

nguyên f trên K thỏa mãn fn (z) f
′
(z) �= 1 với n ≥ 1

là một số nguyên dương và với mọi z ∈ K thì f là

7

Cho r tiến ra vô hạn ta nhận được
N1(r,

1
(fn)(k)−a

)

T (r, f)
>

0 với r đủ lớn nào đó. Khi đó P nhận giá trị a. Mâu

thuẫn. Vậy f là hằng trên C.

Trong những năm gần đây, vấn đề nhận giá trị

được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước xét

trong mối liên hệ với đa thức sai phân, toán tử sai

phân của hàm phân hình và ảnh ngược của các điểm

riêng rẽ. Năm 2006, Halburd và Korhonen [10] đã

thiết lập tương tự của lý thuyết Nevanlinna cho toán

tử sai phân của hàm phân hình có bậc hữu hạn. Năm

2007, I. Laine và C.C. Yang [11] đã thiết lập tương tự

kết quả của Hayman cho một kiểu đa thức sai phân

đặc biệt của hàm nguyên siêu việt có bậc hữu hạn.

Hai ông đã chứng minh kết quả sau đây:

Định lý 10 [11]. Cho f là hàm nguyên siêu việt

có bậc hữu hạn trên C và c là một số phức khác 0,

n là một số nguyên, n ≥ 2. Khi đó fn (z) f (z + c)

nhận a, a ∈ C, a �= 0, vô hạn lần.

Năm 2009, K. Liu và L.Z. Yang [12] đã thiết lập

các kết quả tương tự Định lý 10 cho toán tử sai phân

của hàm nguyên siêu việt có bậc hữu hạn.

3. Giả thuyết Hayman trong trường số p-adic

Trong mục này ta luôn giả thiết K là một trường

đặc số không, đầy đủ với chuẩn không Archimedean

và đóng đại số. Các khái niệm, ký hiệu và kết quả

dùng trong bài báo này ở các tài liệu [2-6]. Vì chuẩn

p-adic tốt hơn chuẩn Euclidean nên nhiều kết quả

trong lý thuyết Nevanlinna p-adic tốt hơn các kết

quả trong lý thuyết Nevanlinna. Chẳng hạn, từ Định

7

Cho r tiến ra vô hạn ta nhận được
N1(r,

1
(fn)(k)−a

)

T (r, f)
>

0 với r đủ lớn nào đó. Khi đó P nhận giá trị a. Mâu

thuẫn. Vậy f là hằng trên C.

Trong những năm gần đây, vấn đề nhận giá trị

được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước xét

trong mối liên hệ với đa thức sai phân, toán tử sai

phân của hàm phân hình và ảnh ngược của các điểm

riêng rẽ. Năm 2006, Halburd và Korhonen [10] đã

thiết lập tương tự của lý thuyết Nevanlinna cho toán

tử sai phân của hàm phân hình có bậc hữu hạn. Năm

2007, I. Laine và C.C. Yang [11] đã thiết lập tương tự

kết quả của Hayman cho một kiểu đa thức sai phân

đặc biệt của hàm nguyên siêu việt có bậc hữu hạn.

Hai ông đã chứng minh kết quả sau đây:

Định lý 10 [11]. Cho f là hàm nguyên siêu việt

có bậc hữu hạn trên C và c là một số phức khác 0,

n là một số nguyên, n ≥ 2. Khi đó fn (z) f (z + c)

nhận a, a ∈ C, a �= 0, vô hạn lần.

Năm 2009, K. Liu và L.Z. Yang [12] đã thiết lập

các kết quả tương tự Định lý 10 cho toán tử sai phân

của hàm nguyên siêu việt có bậc hữu hạn.

3. Giả thuyết Hayman trong trường số p-adic

Trong mục này ta luôn giả thiết K là một trường

đặc số không, đầy đủ với chuẩn không Archimedean

và đóng đại số. Các khái niệm, ký hiệu và kết quả

dùng trong bài báo này ở các tài liệu [2-6]. Vì chuẩn

p-adic tốt hơn chuẩn Euclidean nên nhiều kết quả

trong lý thuyết Nevanlinna p-adic tốt hơn các kết

quả trong lý thuyết Nevanlinna. Chẳng hạn, từ Định

7

lý Picard p-adic [2] có thể suy ra rằng: Nếu một hàm

nguyên f trên K thỏa mãn fn (z) f
′
(z) �= 1 với n ≥ 1

là một số nguyên dương và với mọi z ∈ K thì f là

hằng. Vì vậy, sau đây chúng tôi sẽ nêu ra tương tự

của Giả thuyết Hayman cho trường p-adic đối với

hàm phân hình trên K.

Giả thuyết Hayman p-adic [5]. Nếu một hàm

phân hình f trên K thỏa mãn fn (z) f
′
(z) �= 1 với n

là một số nguyên dương nào đó và với mọi z ∈ K thì

f là hằng.

Kết quả đầu tiên theo hướng nghiên cứu này thuộc

về J. Ojeda [13]. Năm 2008, J. Ojeda [13] đã nhận

được kết quả sau:

Định lý 11 [13]. Cho f là hàm phân hình trên K,

n > 2 là một số nguyên và a ∈ K− {0}. Khi đó nếu

fn (z) f
′
(z) �= a với mọi z ∈ K thì f là hằng.

Năm 2014, A. Escassut và J. Ojeda [14] đã xem xét

Định lý 11 trong trường hợp n = 2. Gần đây, Hà Huy

Khoái và Vũ Hoài An [3-5], Hà Huy Khoái, Vũ Hoài

An và Nguyễn Xuân Lai [6], Vũ Hoài An - Lê Thị

Hoài Thu [15] đã thiết lập các kết quả tương tự các

Định lý 3, 8, 10 cho đa thức vi phân, toán tử sai phân,

đa thức sai phân của hàm phân hình trên K. Các kết

quả này đã góp phần khẳng định Giả thuyết Hayman

p-adic. Năm 2011, Hà Huy Khoái và Vũ Hoài An [3]

đã tổng quát hóa kết quả của J. Ojeda [13] cho đa

thức vi phân kiểu fn((f)(k))m. Họ đã nhận được kết

quả sau:

Định lý 12 [3]. Cho f là hàm phân hình trên K
thỏa mãn điều kiện fn((f)(k))m(z) �= a với mọi z ∈
K, a ∈ K− {0} và các số nguyên không âm m,n, k.

8

Mâu thuẫn. Vậy f là hằng trên C.

Năm 2016, Hà Huy Khoái - Vũ Hoài An [5] đã

tổng quát hóa Định lý 3 cho đa thức vi phân kiểu

P = fn((f)n1(t1)...((f)nk)(tk). Họ đã nhận được kết

quả sau:

Định lý 8 [5]. Cho f là hàm phân hình trên C,
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s+1−3
q∑

i=1
ki, và a ∈ K, a �= 0. Khi đó P (f)(∆1

cf)
k1...(∆q

cf)
kq

nhận giá trị a.

Định lý sau đây khẳng định Giả thuyết Hayman

p-adic đối với đa thức sai phân p-adic.

Định lý 16 [4]. Giả sử f là hàm phân hình khác

hằng trên K ,n, qi, s, k, i = 1, ..., k là các số nguyên

dương, s ≥ 1, qi ≥ 1, k ≥ 1, n ≥
k∑

i=1
qi+2k+s+1, a ∈

K, a �= 0. Khi đó P (f) (f (z + c))q1 ... (f (z + kc))qk

nhận giá trị a.

Trong trường p-adic nhiều biến, Vũ Hoài An - Lê

Thị Hoài Thu [15] nhận được kết quả sau:

Định lý 17 [15]. Cho f là hàm phân hình trên Km

và n là số nguyên dương, n > 1. Giả sử rằng fn ∂f
∂zk

không nhận giá trị 1, với mỗi k = 1, ...,m. Khi đó f

là hàm hằng.
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Khi đó f là đa thức bậc < k nếu một trong các điều

kiện sau đây xảy ra:

i) f là một hàm nguyên

ii) k > 0 và m = 1, n >
1 +

√
1 + 4k

2
hoặc m > 1,

n ≥ 1

Định lý 13 [6]. Cho f là hàm phân hình trên K,

n, k là các số nguyên dương, n ≥ k+2, a ∈ K, a �= 0.

Nếu (fn)(k)(z) �= a, với mọi z ∈ K thì f là hằng.

Cho đa thức vi phân P = fn((f)n1)(t1)...((f)nk)(tk)

trên K. Khi đó ta có:

Định lý 14 [5]. Cho f là hàm phân hình trên K,

k, n1, n2, ..., nk, t1, t2, ..., tk là các số nguyên dương,

n là số nguyên không âm thỏa mãn điều kiện

nj ≥ tj với mọi 1 ≤ j ≤ k, n+
k∑

j=1

nj ≥ 2 +
k∑

j=1

tj

a ∈ K, a �= 0. Nếu P �= a, với mọi z ∈ K thì f là

hằng.

Cho f là hàm phân hình trên K. Toán tử sai phân

cấp n+ 1 của f được xác định như sau:

���c f =f (z + c)-f (z) , ���1
c f = ���c f ,..., ���n+1

c f =

���n
c (f (z + c)− f (z))

n = 1, 2, ..., ở đó c ∈ K là một hằng số khác 0.

Cho P là đa thức bậc n trên K. Viết P = a0(z −
a1)

m1...(z − as)
ms.

Định lý sau đây khẳng định Giả thuyết Hayman

p-adic đối với toán tử sai phân p-adic.

Định lý 15 [4]. Cho f hàm phân hình khác hằng

trên K và n, ki, s, q, i = 1, 2, ..., q là các số nguyên

dương, s ≥ 1, q ≥ 1, ki ≥ 1, n ≥
q∑

i=1
(2ki + 1)2i + q +
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s+1−3
q∑

i=1
ki, và a ∈ K, a �= 0. Khi đó P (f)(∆1

cf)
k1...(∆q

cf)
kq

nhận giá trị a.

Định lý sau đây khẳng định Giả thuyết Hayman

p-adic đối với đa thức sai phân p-adic.

Định lý 16 [4]. Giả sử f là hàm phân hình khác

hằng trên K ,n, qi, s, k, i = 1, ..., k là các số nguyên

dương, s ≥ 1, qi ≥ 1, k ≥ 1, n ≥
k∑

i=1
qi+2k+s+1, a ∈

K, a �= 0. Khi đó P (f) (f (z + c))q1 ... (f (z + kc))qk

nhận giá trị a.

Trong trường p-adic nhiều biến, Vũ Hoài An - Lê

Thị Hoài Thu [15] nhận được kết quả sau:

Định lý 17 [15]. Cho f là hàm phân hình trên Km

và n là số nguyên dương, n > 1. Giả sử rằng fn ∂f
∂zk

không nhận giá trị 1, với mỗi k = 1, ...,m. Khi đó f

là hàm hằng.
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lý Picard p-adic [2] có thể suy ra rằng: Nếu một hàm

nguyên f trên K thỏa mãn fn (z) f
′
(z) �= 1 với n ≥ 1

là một số nguyên dương và với mọi z ∈ K thì f là

hằng. Vì vậy, sau đây chúng tôi sẽ nêu ra tương tự

của Giả thuyết Hayman cho trường p-adic đối với

hàm phân hình trên K.

Giả thuyết Hayman p-adic [5]. Nếu một hàm

phân hình f trên K thỏa mãn fn (z) f
′
(z) �= 1 với n

là một số nguyên dương nào đó và với mọi z ∈ K thì

f là hằng.

Kết quả đầu tiên theo hướng nghiên cứu này thuộc

về J. Ojeda [13]. Năm 2008, J. Ojeda [13] đã nhận

được kết quả sau:

Định lý 11 [13]. Cho f là hàm phân hình trên K,

n > 2 là một số nguyên và a ∈ K− {0}. Khi đó nếu

fn (z) f
′
(z) �= a với mọi z ∈ K thì f là hằng.

Năm 2014, A. Escassut và J. Ojeda [14] đã xem xét

Định lý 11 trong trường hợp n = 2. Gần đây, Hà Huy

Khoái và Vũ Hoài An [3-5], Hà Huy Khoái, Vũ Hoài

An và Nguyễn Xuân Lai [6], Vũ Hoài An - Lê Thị

Hoài Thu [15] đã thiết lập các kết quả tương tự các

Định lý 3, 8, 10 cho đa thức vi phân, toán tử sai phân,

đa thức sai phân của hàm phân hình trên K. Các kết

quả này đã góp phần khẳng định Giả thuyết Hayman

p-adic. Năm 2011, Hà Huy Khoái và Vũ Hoài An [3]

đã tổng quát hóa kết quả của J. Ojeda [13] cho đa

thức vi phân kiểu fn((f)(k))m. Họ đã nhận được kết

quả sau:

Định lý 12 [3]. Cho f là hàm phân hình trên K
thỏa mãn điều kiện fn((f)(k))m(z) �= a với mọi z ∈
K, a ∈ K− {0} và các số nguyên không âm m,n, k.
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